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ie ~~~~~~~r modularer Gruppenringe 
p-k%nge 4 
Die Kompositionsstruktur modularer Gruppenringe endlicher Crruppen der 
p-Llnge 1 &fit sich durch den Jenningsschen Atgor&hmus [IO] beschreiben, 
I. EIN~EITUNC 
S. A. Jennings [lo] gab 1939 ein Verfahren zur Stru~t~~bestimmung des 
regullren Mvduls einer endlichen p-Gruppe (F, iiber einem K&per K der 
~bar~ter~s~i~ p an. 1st J = ~(~~~ das Jacabso~-~ad~~~ des Grn~~enr~~~ 
I%%, so lassen sich nach dem Jenningsschen ~rerfabre~ die ~~mens~one~ 
dim, p-l)J” (n E N> durch einen Algorithmus bestimmen, der ~edig~~~~ 
Eigenschaften der p-Gruppe 8 benutzt. Jennings entdeckte hierbei merk- 
wik-dige Symmetrie-Eigenschaften der ZabXen dim, J”-l/Jr”: 
mit I = @X5) d’ d ie urch KcFi 3 j73 J2 3 ... 3 yz-l 3 J” = 8 definiei-te Loewy-. 
LInge des regullren ~~-~odnls, so gilt stets: 
(Wierbei wurde sinngemHB 30 : $35 gesetzt.) Die Jenningsschen Ergebnisse 
sind unabh&ngig van der GrijBe des KGrpers K. Bczeichaen wir feerner mir 
~~(~~) = A~~~~(~~) : = (X E KG 1 ;uJ” = 0) die Clieder der ~~~s~e~ge~d~~ 
does-~eihe 0 = S&W) C S,(KCi) C ..’ C ~~(~~) = K ) $0 besagt ein 
ResuItat VOR E. T. Hill [6], da13 S,(K@) = J(KC$?>“-” f5r 0 < n < 1 gilt, Mit 
andern Worten: Aufsteigende und absteigende Eoewy-We&e des reguken 
Mod& einer p-Gruppe stimmen tiberein. 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Struktuibeschreibuamgg des reguilren 
~~odl~~s einer e~d~~cben~-G~~ppe auf befiebige ~roje~~v~ xmzeerlegbare ~0~~~~ 
einer e~d~~~b~~ Gruppe der p-hinge I %ber einem K&per der ~~ara~~eris~~~ 
p auszudehnen. Wir wcrden zeigen, daR sich sowohl die Symmetrie der Loewy- 
Schicht-ZPirnensronen (*) als au& die ijbereinstimmung VOI? auf- und ab- 
steigender lt,oewy-Reihe auf Gmtliche projektiven unzerlegbaren ~~-~~od~~~ 
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einer endlichen Gruppe der p-Lange 1 ,verallgemeinern IaRt. Ahnlich wie 
bei Jennings sind such unsere Ergebnisse unabhangig von der Gr6Be des 
Korpers K. Mehr noch: Wir beweisen, dalj man die genaue Kontur der Loewy- 
Reihe jedes projektiven unzerlegbaren Mod& P einer endlichen Gruppe der 
p-Lange 1 durch die Loewy-Reihe des Gruppenrings der Defektgruppe des 
zu P gehijrigen Blocks berechnen kann (5.1(b)). Da Defektgruppen p-Gruppen 
sind, ist damit ein wesentlicher Teil der Bestimmung von Loewy-Reihen bei 
Gruppen der p-LInge 1 auf den Jenningsschen Algorithmus [IO] zuriick- 
gefiihrt. In vielen Fallen mit spezielleren Voraussetzungen werden wir Iso- 
morphien anstelle von K-Dimensionen angeben und damit die Loewy-Schichten 
vollstandig beschreiben (siehe (5.2(b)) und (6.5)). 
In der Bezeichnungsweise halten wir uns im wesentlichen an Huppert [7] 









n, , n,’ 
Menge der Sylow-p-Untergruppen der Gruppe 8 
GrijBter p’-Normalteiler von 6 
Gr613ter p-nilpotenter Normalteiler von 6 
Hom(‘%, Kx) (‘3 eine abelsche Gruppe, K Korper) 
Menge der irreduziblen KG-Moduln 
Tragheitsgruppe eines K%-Moduls M in Q (% 4 6) 
Jacobsonradikal von K@i 
Sockel des K6Moduls M (= (m E M 1 mJ(K6) = 0)) 
(TJ E M ( 7.j = 0 fur alle j E J(K@i)92) 
Projektive Htille des irreduziblen Kg-Moduls V (Wir ver- 
wenden oft, da0 projektive und injektive Hiille irreduzibler 
Moduln von Gruppenrmgen endlicher Gruppen isomorph 
sind.) 
Trivialer KCModul 
Projektive Hiille des trivialen K6Moduls 
V ist isomorph zu einem Untermodul von W 
V ist isomorph zu einem direkten Summand von W 
Vielfachheit von C’ als Kompositionsfaktor von W 
Zu V dualer K6Modul 
(G E 8 j vG = ZI fur alle ZI e V} 
Abkiirzung fiir 
p-Anteil (p’-Anteil) der Zahl n E N (Es ist z.B. 24, = 8, 
242, = 3 usw.) 
Abbildungen schreiben wir rechts vom Argument. Im folgenden seien alle 
Gruppen 8 endlich und alle KC%Moduln endlich erzeugbar. 
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2. VORBEREITENDE DEFINITI~~YEN mm HILFSSXTZE 
In diesem Abschnitt stellen wir diejenigen Definitioaen und Hilfss%tze 
zusammen, die im folgenden immer wieder ben6tigt werden. eicht einzu- 
sehende Resultate werden hierbei ohne Beweis ~gegeben. 
(2.1) HILFSSATZ. Sei % a 8 zcnd K e&z K&per. Sei V ein ~r~edu~~b~e~ 
AXi-Modul UUS einem Block B von KC5 und sei gem@ ~l~fo~d~ Sate Vg = 
Ml @ . . @ lb& mit n/r, E Trr(K’%). Dann liqpz die I& in B&ken. van ) a? 
vo7z B gedeckt werden. 
Beweis. (a) Nach [3, Lemma %.I] ist P em direkter ~urn~~d van (Ps)@, 
Nach dem Satz von &ulMchmidt gibt es einen nn~er~egbare~ direkten Sum- 
mand W von Pg , soda0 P isomorph zu einem direkten Summand von W’f 
1st 93 ein Nebenklassenvertretersystem von $3 in 6, so gilt W@ - 
Da W unzerlegbar ist, sind such die W @ R unzerlegbare K 
weitere A~we~dnng des Satzes Van ~r~l-~c~~dt zeigt, da8 
(I) Pg =p: @ *-. @Ppx:, wobei jedes P< ~somor~b zu W@ W f6r 
geeignetes K E ist. Also gibt es ein G E C5, sod& Pi K -isomorph zu PIG ist. 
Es ist jedoch; 
(2) FE = (P,)G = PIG @ 1.’ @ P,,@ ebenfalls eine Zerlegung van 9% 
in u~~er~~~~are K~-~odu~n. Also ist nach dean Satz von Rrull-Sch 
die ~ielfa~hheit von Pi in (1) wegen Pd s FIG die gleiche wrie die van 
in (2), also au& die gleiche wie die von PI in (1). 
(b) Aus [3, 457(iii)J folgt S(P(M)) = 2(M) fiir ME hfK%). Sei zuerst 
P(V), = e . @zT, P(M) @ Gi . WegenJ(K@) = J(K%) K(E, = K@J(K%) [12, 
Theorem I? .S] folgt dann: 
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= e * 6 P(M) 0 Gi @ Gi 
i=l 
c e * i (P(M)/P(A4)J(K91)) @ G, z e . & M @ Gi . 
i =l 
Sei umgekehrt V% = e . &, M 82 Gi . Wegen Z(M) = 2(P(M)) und 
P(M) 1 P(V), ist dann gemPl3 (a) P(T/3% = e’ . @z, P(M) @ Gi mit e’ E N. 
Nach dem soeben bcwiesenen folgt hieraus Vg g e’ &L, M @ Gi . Da nach 
Voraussetzung Vg, -2 e . I&“_, M @ Gi ist, folgt e’ := e. Q.E.D. 
Der folgende Satz steht schon in [4]. Wir geben hier einen in sich abgeschlos- 
senen, elementaren Bcweis: 
(2.3) SATZ (Fong). Sei 6 p-a+sbar und K ein K&per der Ckamkteristik p, 
welcher Ze$Zlungskskiirper fiir alte Lhtergruppen von 6 ist. 1st V ein irreduxibler 
K6Modu2, so gilt dim, P(v) == i 6 lP . (dim, V),, . 
Beweis. Wir k&men 6 :# (Z annehmen und fiihren den Beweis durch 
Induktion nach i 6 1: Da 6 p-auf&bar ist, gibt es ein % 2 6 mit p r ! Qj’% \ 
order / O/8 ; = p. 
Fall 1. p 7 1 S/‘% j: Sei nach Cliffords Satz Vs = e * @L, M @ Gi mit 
ME Irr(K%), Q = (JE, 2(M) Gi und e E N. Xach (2.2(b)) haben wir P(V)91 z 
e . @E, P(M) @ Gi . Each [7, Sect. 171 gilt e j j cS/‘% 1 und m I I S/91 /, also 
p { e . m. Rus dim, v = em dim, M folgt daher (dim, v>,, := em(dim, Aa),,. 
Per Induktion folgt dim, P(V) = em dim, P(M) = em . 1 (Jl In . (dim, AT),, - 
16 ip . (dim, k’),, . 
Fall 2. I 6,/s 1 = p: Wegen (K!X)@ s K6 gibt es nach dem Satz von 
Krull-Schmidt und nach Greens Unzerlegbarkeitssatz [5] ein ME Irr(K%) 
mit P( v)~ P(M)Oj. Wir zeigen durch weitere Fallunterscheidung, daB (*) 
(dim, V)P, =:- (dim, M),, gilt: 
Fall (2a). &P ist irreduzibel: Da M6 im Sockel von P(M)@ z P(V) 
liegt, ist dann M6 s V, und somit (dim, V),, = (I S/R / . dim, M),, = 
(p . dim, M),, = (dim, M),, . 
Fd (2b). M” ist reduzibel: Dann ist T(M) := 8. Da S/% zyklisch ist, 
hat M nach [14, Lemma 21 eine Fortsetzung il!Z1 E Irr(K6). Es folgt A!Z@ s 
((Mr)s,)@ s M, ,$$:.K K(6/‘3) (siehe etwa [9, (2.5a)l). Da der K6-Modul 
K(@/%) nur 1 6 als Kompositionsfaktoren enthglt, sind daher alle Kompositions- 
faktoren von M6 isomorph zu Mr . Wegen iMfi 2 P(~vl)~ und P(M)@j z P(V) 
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fofgt daher &?r g V, also (dim, Y’)‘),~ = (dim, iP&,~ . Mit (*) foHgt nun per 
~~d~ktio~ wie in Fall 1: 
(2.4) DEFINITION. (a) Fur einen ~~-~od~~ M f $ definieren wir die 
Zahl ~(~~~ E N durch ~~(~~}~(~~-i 2 M~(K~~~~~} = 0. Wir nennen ~(~~ 
die Loewy-Ltinge von M. Wir bemerken: 1st 0 == &(M) C A’,(M) C *.. C Ilf die 
aufsteigende Loewy-Reihe von M, so gilt stets au& Sz~M~-l(M) ,C ~~~~~(~) = M 
Auf- und abste~gende Loewy-Reihe haben also die gjeiche Lange. 
(b) Sei K ein K&per der Charakteristik p, p eine endliche p-Gruppe 
und I = l(K$). Fiir 1 < n < 1 setzen wir die Zahlen Iz,( 
4(W = dim~~(K~)~-~~~(K~)~= D‘ J le enningssche Arbeit 
Al~orithm~s zur Berechnung der &(?-$3) un zur ~~re~hn~ d 
Nach [IO] gilt ferner d,($J) = &.(n-l#$3t> fiir 1 6 n < 1. Die 4&(lp) hBngen 
nicht von der GrijDe des Kijrpers R ab. Das rechtfertigt die Schreibweise 
dam anstelie von d,(K5@). 
(c) Sei V ein unzerlegbarer A%-Modul, Wir sagen, daf3 b eine Defekt- 
gruppe von V ist, wenn V in einem K@GBlock l? mit Defektgruppe 33 liegt 
(a < 0). 
Wir vermerken ausdr~c~ich, daf3 ~n~ations~rozesse die ~oewy~~tr~~~~r 
eines IT@?-Moduls nicht verandern: 
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(2.7) HILFSSATZ. Sei %a 8, K ein K&per und V ein nichttrivialer 
K(B/‘%)-Mod&. Betrachten wir V per Inflation als KQ-Modul, so sind folgende 
Aussagen gleichwertig: 
(a) V ist ein projektiver KGModul. 
(b) EsgiZt Char K;r j 8 1, und V ist ein projektiver K(Q/%)-Mod& 
3. LOEWY-REIHEN PROJEKTIVER UNZERLEGBARER MODULN p-NILPOTENTER 
ENDLICHER GRUPPEN CBER ZERFXLLUNGSK~RPERN DER CHARAKTERISTIK p 
(3.1) HILFSSATZ. Sei 6 p-nilpotent, Sp E Syl,(B) und K ein K&per der 
Charakteristik p. Setzen wir P = P(lG), I = l(P) und J = J(K6), so gilt: 
(a) Aufsteigende und absteigende Loewy-Reihe von P stimmen iiberein, d.h. 
PJn-l = S,-,(P) fiir 0 < n < 1. 
(b) PJ”-l/PJ” s PJz-n/PJz-(n-l) c dn(p) . 16 f& 1 < n < 1. 
Beweis. Wegen Q/O,(Q) z ‘@ und O,(O) < Kern P konnen wir P gem%3 
(2.7) als projektiven unzerlegbaren K’$-Modul auffassen. Die Behauptungen 
folgen nun aus (2.4(b)) und (2.5). 
(3.2) HILFSSATZ. Sei K ein K&per der Charakteristik p und V ein irreduxibler 
KGModul mit p f dim, V. Dann gibt es einen KG-Modul N mit V OK V* z 
l@@N. 
Beweis. Fur v E V, f E I/* ist die Abbildung 01: V @& V* -+ K mit 
(v @f)a = vf ein KG-Epimorphismus. Sei n = dim, V, sei (v, ,..., vn} eine 
K-Basis von V und {fl ,..., fn> d’ le d azu duale K-Basis von V* mit vif5 = Sij . 
Wir setzen t = Cr=, vi @fi . Mit Hilfe der zu den obigen dualen K-Basen 
gehiirigen Matrixdarstellungen von Q auf V und I/‘* berechnet man tG = t 
fiir alle G E 6, sodai also das Erzeugnis (t)K ein zu 1~ isomorpher Untermodul 
von V/oV* ist. Wegen pin haben wir ta = CT=, vifi = n # 0, also 
<t)K n Kern 01 = 0. Der Homomorphiesatz liefert nun V @ V* = <t)x @ 
Kernolg 1~ ON. Q.E.D. 
(3.3) HILFSSATZ. Sei 6 = 53 . $3p-nilpotent mit !$3 E Syl,(O) und 52 = O,,(8). 
Sei K ein Kiirper der Charakteristik p, welcher ZeYfiillungskiirper ftir alle Unter- 
gruppen von (4i ist. Sei V ein irreduxibler KG-Modul derart, da$3 Vs E Irr(KSi) 
ist. Setzen wir P = P(l e), I = Z(P) und J = J(KG), so gilt: 
(a) P OK Vg P(V). 
(b) Z(P @ V) = 1, (P @ V) J” = PJ” @ V, und S,(P @ V) = S,(P) @ V, 
(0 < n < I). 
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(c) Aufsteigende und absteigende Loewy-Reihe zton P @ V sti~~n iibe/eiq 
d.h. (P @ V) yn = s,-,(P @ V), fiir 0 < n < 1. 
(d) Fiir I < n < 1 haben wir die Isomorphien (P @ V) J”pl/(? @ V) J” s 
(P @ V) Jz-/(P @ V) Jz-(+l) gg d,(q) . V. 
Beweis. (a) P @ Y ist ein projektiver KG-Modui. Wegen B= (lR)@ gilt 
P @ V g (1 R>G @ Y g (1H @ V,)@ E ( Vs)6. Da nach Voraussetzung Yn ein 
absolut irreduzibler Kfi-Modul ist, ist (VR)Qj nach [5] em unzerlegbarer 
Modul. Also ist P @ V projektiv und unzerlegbar. Wegen P = 
P@ V,P(V). 
(b) Wir gehen in mehreren Schritten vor: 
(i) Es gilt V@,V*s 1g @N, wobei N ein K@&Modul ist, weicher 
den l-Modul nicht als Kompositionsfaktor enthalt: Wegen E7& E Irr(K%), 
p f ) R j und den Voraussetzungen iiber K gilt dim, V I j $3 I, also p f dim, Ye 
Each (3.2) folgt Y @ V* g 1~ @ N mit einem geeigneten KGModul N 
Angenommen, N enthalt 1~ als Kompositionsfaktor. Dann ist 1% in V @ V* 
mindestens zweimal als Kompositionsfaktor enthalten. Also enthalt YR @ ( vR)* 
den trivialen KB-Modul wenigstens mit der Vielfachheit 2. Sind ,8 und ,P’ 
die zu VR und Vz gehorigen irreduziblen Brauer-Charaktere, so gilt also mit 
dem Ska~ar~rodukt ( , )R der klassischen Darstellungstheorie: 
= (A .I%3 = 1, ein Widerspruch. 
(ii) Fur alle n E N, gilt (P @ V) J” = Pp @ V: Fur n = 0 ist das 
trivial. Nach (a) ist ferner (P @ V)/(P @ V)Jg Vs 16 @ 5’~ (P/P]) @ V= 
(P @ V)/(PJ @ V). Das zeigt (P @ V)J_C PJ @ V und dim,,(P @ V)J = 
dim, PjT @ V, also (P @I V)J = PJ @ V, womit ein lnduktionsanfang vor- 
liegt. Sei schon (P @ V)p = PJ” @ V hir ein n > I bewiesen. 
(P @ V) J”/(PJ”‘” @ V) = (Pp @ Y)/(Pp @ V) z (~~nl~~+~) @ V me- 
gen PJn]PJnti g 1 m @ ... @ 1 Q vollstandig reduzibel ist, folgt (P @ V)Jn+l C 
Pp+l @ I/. Angenommen, es sei (P @ V)J”‘” s Pp+l @ V: Wir definieren 
dann fur n E N Zahlen a, E N, durch a, = dim, PJ”-lIPJ” = ~(1 6 , Pp-l/Pp). 
Ferner sei b E N, definiert durch (P @ V)J”/(P @ V)p+l = b . V, also 
b = v( Y, (P @ V) p/(P @ V) J”+r). Wegen der Annahme (Pp+r @ gi)/ 
(P @ V}pi-l # 0 und wegen 
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hgtten wir dann also 
(1) b>a,q. 
Mit (i) folgt ferner 
(PJa @ v @ V”)jqP g) V)J,r+l @ V”) 
= ((P 0 V)J” @ P)/((P $$ V)J”i’ (g v+) 
z ((P @ I’)Jn/(P @ V)Jy @ v* e b . v @ I’* gg b . l&j 9 b . f\‘, 
wobei 1$ in N nicht als Kompositionsfaktor enthalten ist. Setzen wir 
u =: (P @ V)J12--1 @ I/*, so gibt es also Untermoduhl A und B von 
PJ1’O1/OV”rnitfl/li~-_bllnj,Rl~;-b.~Nund -- 
(2) (PJn @ V @ V*)iU := A/U @ B/U. Wegcn V @ 1/* g l6 3 ;V 
folgt 
(3) ((Pp \@ 16) 0 (PJn @ N))j’B = (PJn @ V @ V*)!‘B 
-% ((Pp @ V@ V*)/C’)/(B/U)~ A/U= b . 16. 
Identifizieren wir PJ’ mit dem Untermodul PJn ,g I6 von PJn @ V @ V*, 
so liefcrt dies gem58 (3): 
(4) (PJ”/(PJ” n R)) @ ((PJR $$ X)(((PJ” @ X) n B)) 
_s ((PJ” -; B)jB) 0 (((Py 0 X) + B),‘B) 
=- (PJ,r r, (PJ” @ IQ/B E 6 . 1 m . 
Da l6 in 12; nicht vorkommt und PJn nur Kompositionsfaktoren ld enthAt, 
folgt aus (4) daher sofort 
(5) PJn/(PJ”nB)~hh16. 
Da dies insbesondcrc vollst%ndig reduzibel ist, folgt PJn-J C PJ” n B. Also 
hltte PJ”/PJ”-+l einen zu b l6 isomorphen Faktormodul. Dies ist tin Wider- 
spruch gegen b > a, 7I . Das zcigt (P @ V) J”-’ -= PJn+l @ I;. 
(iii) Es gilt I(P 0 V) = 1 = I(P): Dies folgt sofort aus (ii). 
(iv) Es gilt S,(I’ @ V) = &(I’) @ r’ fiir 0 < n < 1: Fiir n = 0 ist dies 
trivial. Xach (a) gilt S,(P 0 v) -.= S,(P) @ 17, was einen Induktionsanfang 
liefert. Sei schon S,(P $> V) :-= S,,(P) @ V fiir ein n > I (mit 1 > R) bewiescn. 
Da 
ein vollst%ndig reduzibler Untermodul von (P @ V)/S,(P @ V) ist, ist 
S,,,(P) 8 V C S,-,(P @ V). Angenommen, es sei S, ,,(P) @ Vg S, tl(P 0 V): 
Dann hPtten wir die Inklusionen 
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(3.4) HKFSSATZ. Sei 5Jl a 05, M ein irpeduxibl’er K~-~~od~~ mit 2(M) = 9’2 
and V ein K%-Modul, dessen siimtliche ~Omposit~Qn~fak~oqen isomorph zu M 
sind. Dann gilt S( v-y = S( vpi, 
RH&?iS. Sei a E N mit S(V) = a . M Dana foigt 
(I) So g a . MG, wobei M@ wegen Z(M) = 92 irreduzibei ist. 
Wegen am C V@ folgt aus (I) daher 
(2) S( V)G c S(P). 
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Angenommen, S( V)Q 2 S( V@): Da P’/‘lf nur Kompositionsfaktoren vom Typ M@ 
en&lilt, ware dann 
(3) S(V6)=u.M6mita<bfN. 
Wegen 2(M) = ‘% gilt nach Cliffords Satz ferner (MS), s 0y-r M @ Gi, 
wobei 6 = uyz, ‘%Gi mit G1 = E und M @ Gi + M @ Gj fur i # j gilt. Aus 
(3) wiirde also folgen: b.O~=,MOGi=b.(MO)~rS(Vo),C(V”)~. 
Also ware dann 
(4) b . @;=, M 0 Gi C S((V@)w). 
Wegen V” = &=, T/ @ Gi erhalten wir aus (4) daher 
(5) b . &, M @ Gi c &, S((v @ G&) (als KY‘%-Moduln). 
Da M der einzige Kompositionstyp in J’ ist, ist M @ G, der einzige Kom- 
positionstyp in V @ Gi . Wegen M @ Gi z$ M @ GI fur i # 1 folgt aus (5) 
daher b . M G b . (M @ GJ C_ S(( V @ G&J G S(V), im Widerspruch zu 
S(V)=a.Mundb>l. Q.E.D. 
(3.5) HILFSSATZ. Sei U eine subnormale Untevgruppe van 6 und M ein 
iweduzibler KU-Modul mit irreduziblem MQ. Sei V ein KU-Modul, dessen 
siimtliche Kompositionsfaktoyen isomorph zu M sind. Dunn gilt S( V@) z S(V)@. 
Beweis . Sei U f 8. Nach Voraussetzung gibt es eine Untergruppenreihe 
U=U,<U,<...<U,_,<U,=QmitUL(4Ui+,fiirO~iis-l.Wir 
fiihren den Beweis durch Induktion nach der Lange s der Subnormalkette: 
Fur s = 1 ist U:a 6. Wegen M0 ~Irr(K6) ist S(M) = U. Nun liefert (3.4) 
den Induktionsanfang. Sei die Behauptung schon fur alle subnormalen Unter- 
gruppen U < 6 bewiesen, fur welche die Lsnge k der Subnormalkette von U: 
nach 8 der Bedingung 1 < k < s gentigt. 1st dann U = U, < U, < ... < U, < 
U,,, = Q eine Subnormalkette der Lange s + 1, so wissen wir: 
(1) Wegen M6 E Irr(K6) ist such Mu1 E Irr(KXlr). 
(2) Da V nur M als Kompositionstyp enthalt, enttilt VU1 nur MY als 
Kompositionstyp. 
(3) Nach (3.4) folgt aus (1) und (2) zunachst S( PI) = S(V)%. 
(4) DaLI,<U,<...<U,<U,+r= 8 eine Subnormalkette der Lange 
s von Ur nach Q ist, haben wir gemal (1) und (2) per Induktion such 
s((vulp) = S( VY)Q. 
ZusammengefaBt liefern (3) und (4) nun S(V0) = S(V)@. Q.E.D. 
Fur eine p-nilpotente Gruppe Q kijnnen wir nun die Loewy-Reihen aller 
projektiven unzerlegbaren K%-Moduln tiber einem Zerfallungskorper K der 
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Charakteristik p mit Hilfe des Jenningsschen Algorithmus [lo] folge~de~ma~e~ 
beschreiben: 
(3.6) SATZ. Sei Q p-nilpotent und K ein Ze~f~l~a~gsk~~pey d r ~kayukte~istik 
p fi2r alle Untergruppen van 6. Sei P irgendein projektivev unzerlegbarer 
Modul. Wir setzen 2 = 1(P) und J = J(K6). 
(a) Aufsteigende und absteigende Loewy-Reike von P st~~~e~ iiberein, d.h. 
Pp = S,-,(P), fiir 0 < n < 1. 
(b) Sei V = P/PJ der Kopf von P und 22 eine Defektgmppe von P. D 
gilt PJ+‘/PJn G d,(D) . V, fiir I < n ,( 1. Insbesondere haben wir I(P) = I( 
(c) Es gilt PJn-l/PJa E PJ1-)l/PJ1-(n-l),fiiy 1 < n < 2. 
Beweis. (a) Sei Q E Syl,(B) und R = O,(8), sodaB also 6 = % . mit 
g 8. Wir gehen in mehreren Schritten vor: 
(1) Es gibt eine Untergruppe Z von Q mit 54 4 % und ein ME Irr(KZ) 
mit Ma E Irr(KS2), M@ E Irr(K6) und P G P(M6): Wegen der Halbeinfach- 
heit von K.Q gilt Ksi z OF=, Mj , wobei Icl, E Irr(K3). Es folgt K@ g 
(KSI)Q s @I;=, Mj@, wobei die Moduln lLTj6 projektiv sind. a die A4$@ wegen 
der Voraussetzung iiber K gem23 [5] unzerlegbar sind, liefert der Satz von 
Krull-Schmidt nun o.B.d.A. P E M,,’ mit geeignetem fP& E Irr(KS4). Wir 
setzen Z = 2(M0). Wegen (1 A 1, / Z/9 1) = 1 hat B!&, nach einem Satz von 
Becker [l] eine Eortsetzung M auf 5, sodal also Ives ~Irr(Kfi) erfiillt ist. Wir 
zeigen n/l’ E Irr(K6): S ei d azu W ein irreduzibler Faktormodul von M’. Nach 
Nakayamas Reziprozitatsgesetz kommt M im Sockel von Wx VOT. Also is 
A& = A4s isomorph zu einem Untermodul von (Wz), = WB . Sei also X C 
derart, dal3 X, g &T, als KS-Modul. 1st (G, ,...) G,) ein Nebenklassenver- 
tretersystem von 5 in 8, so gilt also W 2 XG, g I& @ Gi als K%-Modul. 
Da wegen 5 = 2(&&J stets &TO @ GE + h4, fur i # j gilt, ist also 
@y=, n/r @ Gi z &, XGi isomorph zu einem -Teiimodul von We . Es 
folgt dim, W 3 dim,(&, && @ Gi) = B. . dim, M0 = 1 6 : 2 / . dim, M = 
dim, M’, also M5 z WE Irr(K6). 
Es bleibt P z P(M’) zu zeigen: Eassen wir den regulben K(2/ 
(Z/3) als KS-Modul auf, so gilt wegen der p-Nilpotenz von Z und wegen 
= O&E) nach (2.7) zunachst K(ZIfi) E P(lz). Also ist M isomorpb zu 
emem Untermodul von M OK K(%/R). n/r6 ist somit isomorph zu &em 
Untermodul von (M gE K(S/sZ))’ s ((&Tfi)z)‘s M,‘s P. as liekert 
P gg P(lkq 
Die Untergruppe 2 aus (1) ist subnormal in 6: Dies ist wegen 
- I< 2 und der p-Nilpotenz von 6 klar. 
Es gilt Pr P(M)@: Da P(M) ein projektiver, absolut unzerleg- 
barer K%Modul ist, ist P(M)@ nach [5] ein projektiver unzerlegbarer 
R/lodul. Wegen M’ ,C F’(M)’ folgt daher P(M)@ G P(M’) r P. 
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(4) Es gilt P(M)‘J(KQ)” = (P(M)J(KX)“)’ fur 0 < n < 1. Ins- 
besondere gilt Z(P(n/l)) = Z(P(M)@) = Z(P) = I: Fur n = 0 ist die Behauptung 
trivial. Sei die Aussage schon fiir ein n > 0 bewiesen. Wegen der p-Nilpotenz 
von 2 haben wir P(M)’ J(KG)n/(P(M) J(K2)“+1)Q = (P(M) J(K5)“)’ 
(P(M)J(m)“+lp gg (P(M) J(KIZ)“/P(M) J(Kz)~+l)” s (M @ ... 0 Aq” 2% 
M’ @ ..* @ M”. Da dies vollstandig reduzibel ist, folgt P(AG?)‘J(K@)“+~ C 
(P(M) J(ZCX)“+l)o. Nach (2) gibt es eine Untergruppenkette Z = 2, < 2, < ... 
< X, = 8 mit Zi(l &+i (0 <i <s - 1). Nach [12, Lemma 11.61 folgt 
J(KX) CJ(KCG), und damit J(K5)” C J(KG)” fur alle n f lV. Das liefert 
(P(M) J(KX)“+l)Q = P(M) J(m)n+l @KZ 835 = P(M) &Z J(Kx)“+l Ia5 c 
P(M) mKZ J(K%)“+l = (P(M) gKZ $35) J(Kt5)n+1 = P(M)’ J(KG)n+l. Da- 
mit ist P(M)@ J(KG)“+r = (P(M)J(K%)n+r)it bewiesen. 
(5) Es gilt S,(P(M)‘) = S,(P(&f))“j fur 0 < n < I: Fiir n = 0 ist die 
Aussage trivial. Sei die Behauptung schon fur ein n > 0 bewiesen. Dann gilt 
also 
s (S,,(P(M))/S,(P(M)))‘f s (M ($3 ... @ M)@j s MU @ *.. @MU. 
Die Irreduzibilitat von M’ erzwingt zunachst damit 
(&,(fYWN” C Srz+dWV”‘). (*) 
Da ferner P(M)/S,(P(M)) wegen der p-Nilpotenz von X ein KIZ-Modul mit 
lauter zu M isomorphen Kompositionsfaktoren ist, Mu irreduzibel ist und 2 
subnormal in Q ist, konnen wir (3.5) mit U. := 2 und V := P(M)/S,(P(M)) an- 
wenden: Nach (3.5) erhalten wir S((P(M)/S,(P(M)))G) g S(P(M)/S,(P(M)))‘. 
Nun folgt per Tnduktion: 
Zusammen mit (*) folgt nun (S,+,(P(M)))G = S,+,(P(M)‘). 
(6) BeweisabschluB von (a): Wegen S,-,(P) = AnP(Jz-fi) ist PJlz C 
S,-,(P). Nach (3) ist P g P(M)‘. Wegen der p-Nilpotenz von Z und wegen 
MR E Irr(K9) haben wir nach (3.3(a), (c)) ferner P(M) J(K2)” = S,-,(P(M) 
fur 0 < n < I (beachte: Nach (4) ist Z(P(M)) = I). Nun folgt: PJ” = P(M)‘J” = 
(P(M) J(KZ)n)o = (S,-,(P(M)))@ g S,-,(P(M)@) g S,-,(P) fur 0 B n < 1. 
Wegen PJ” _C S,-,(P) folgt PJn = S,_,(P). 
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(b) Seien 2 und Ail wie in (a) gewlhlt, xi T9r E Syl,(‘x,). Sach (12, Theo- 
rem 6.11 und Lemma 12.61 ist dann IO, eine Defcktgruppe zu P, soda13 wir 
o.I?.d.A. Z? == 3, E Sy1,(2) annehmen kijnnen. Wegen Mn E lrr(KR) haben wir 
nach (3.3(d)) nun 
(c) Wegcn d,(9) = d,-c,,.-,,(Z) fur 1 2; n < I folgt dies sofort aus (h). 
(Beachte dabei: Xach (b) ist I -.= /(AX?)!) QED. 
4. DIE LOEWY-STRUKTUR MODULARER GRUPPENRISGE I~DLICHER GRWPEX DER 
p-LKsGE 1 ilwx ZERF~LI.~:NG~K~~RI~~R~ DER CI~~~R;\KTERISTIIC p 
In diesem Abschnitt verallgcmeinern wir die Ergehnisse van Abschnitt 3 
auf endliche Gruppen der p-Lange 1. 
(4.1) SATZ. Sei ($1 eine endiche Gruppe der p-L&nge 1 und K ein Ktirpe~ da 
Cfzamkteristik p. zcelcfter Zerfiilungskiirper fiir aile LTntergmppen volt 6 ist. 
Sei P irgendeiz projektizer unzerlq~barer KG%:Vodul. Wir setzen I = l(P) zrnd 
J - J(K6). 
(a) Aufsteigende und absteigede Loezvy- Reihe con P stinmen iiberein, n’.h. 
PP = s,. ,,(P), fiir 0 .< R < i. 
(b) S’ei c’ = I’,lF’J der Kopf con P und 3 e&e Defektgruppe z:on P. Dam 
gilt dim, J’p--liPJ” =- d:,(a) . dim, li, fiir 1 .< n L< 1. Insbesonderc haben wir 
Z(P) - qa?). 
(c) Es gilt dim, PJ”-l/PJn = dim, PJ’-“/PJ’ -(w ‘)> fiir I .< n < I. 
(d) k’s ist (Pp-‘IPJ”)” c7 P*J”-“/P”J +-.I), fijr 1 ;< n 5:: I. 1st irz.v 
besondere P selbstdual, so gelten fiir 1 .< n .< 1 die Loez~~~-:1,-Srrlicht-l.~om~pirien 
(~J'"-l;~I~)': >> pJ’-“/f’J’- (n-1). 
Beweis. Sei 92 :: O,,,,(Cri), soda13 also p Y : 9/‘% I gilt. Sach (2.6) haben wir 
J(K6)g2 --= J(K!TI~ KG = KG . J(K%)” fur alle n E N. 
(a) \Vegen S,-,(P) := Anp(Jl-n) gilt PJ” C S,-,,(P). Wegen p T 1 <5/c% i 
gilt nach (2.2) E’s E e . zF=, 5 @ Gi mit geeigncten e, m E N aund cinem 
projektiven unzerlegbaren KY%-Modul KT, wobei 8 = UT’;, Z(C) Gi gilt. 
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Wegen (U @ GJ J(K(J1)” = UJ(K%y @ G, haben alle U @ G, die gleiche 
Loewy-tinge wie U, Nach (2.2) haben P und Ps die gleiche Loewy-Ltige. 
Also gilt I = E(P) = I(&) = Z(U @ G,), fur 1 < i < rpt. Nach (3.6(a)) folgt 
(U @I Gg) J(.K%)~ = S,-,( U @ Gr), f5r 1 < i < nz. Wegen Pm G e * BE, U @ Gi 
liefert das fiir 0 < la < f sofort 
~~J(~~~n = LA&$. (*I 
Wegen J(K%)m C J(K@)” folgt nun, fur 0 < n < I: S,-,(P) = An,( J(K@j)z-m) C 
An,( J(K’iR)z-~) = S,-,(Fs) = PCJJ (K%)m Z Pp, also insgesamt 5’,-,(P) = PJn. 
(b) Wir gehen in mehreren Schritten vor: 
(1) Da % p-nilpotent ist, gilt Aussage (b) nach (3.6(b)) zun;ichst fur !JI 
anstelle von 6. 
(2) 1st nach Cliffords Satz VR = e ‘ @E, M @ G,: r&t IV E Irr(lC%), 
e E N und 8 = IJE, S(JJ) Gt , so gilt nach (2.2) Ps s e * @z, P(M) @ Gi . 
(3) 1st M wie in (2) gewghlt und B der &X-Block, dem M angehiirt, 
so ist 3 such eine Defektgruppe zu B: Sei B’ der K(fi-Block, welcher T’ und P 
enthalt. Wegen Vs = e * @E, M @ Gi wird B gem56 (2.1) von B’ gedeckt. 
Nach einem Satz von Kn.iirr [I 1, Proposition 4.21 ist dann ‘1) n !?I eine Defekt- 
gruppe von B. Wegen p 7 1 @/% 1 haben wir 3 C !I’& also 9 n ill = 2). 
(4) Beweisabschlufi von (b): Wir setzen (l), (2) und (3) zusammen und 
erhalten gem%3 (2.6) und (3.6), fiir 0 < n < I: 
(c) Wegen d@) = &(,.&9) fiir 1 < n < I folgt dies aus (b). 
(d) Fur 1 < n < I gilt stets (PJ+l/PJ”)* s &(P*)/S,,(P*). Nun folgt 
die Behauptung durch Anwendung von (a) auf P*. Q.E.D. 
(4.2) SATE Sei 8 eine Gmppe dev p-Liinge 1. Sei K ein K&per der Charak- 
twistik p, welcher Ze@illungskii~per fik alle Untergruppen VOTE 8 ist. S’ei V ein 
iwedw&Yw K&Mod& mit ~efektg~~pp~ YD. Sei !j3 eim ~~~ow-p-unte~gqap~ 
van 0 mit D < 9. 
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(a) Essgilt (dim, C’),, == j ‘$3 : 9 I. Die Ilinumimen irreduzibler K6-il%duh~ 
aus B&ken gleichen Defekts cnthalteu also alle den g!eichen p-Anteil. 
(b) li3 ist zugleich ein T’ertex aon V. 
Izealek: (a) Sci P .= P(V) und I :- Z(P). Summieren wir die Gleichungen 
von (4.1(b)) von 1 bis Z, so erhatten wir dim, P 7-1 ! 3 ; . dim, V. Kach (2.3) 
erhaltcn wir nun I ‘$3 / . (dim, V),, = ) !E i * dim, Y, wora.us die Behauptung 
folgt. 
(b) Sei % ein Vertex von G’. Nach cinem Satz von Green [3, Theorem 61.9] 
ist 6,’ (0, a)-projektiv. Also gilt o.R.d.A. 2I < 3. En andercr Sate von Green 
[3, Lemma 59.61 besagt, da0 [ ‘$ : 10 / ein Teiier von dim, c’ ist. Kach (a) folgt 
:~:~ii”‘~:TT,~,also!I)ijj’~‘unddarnitT\-~~~. Q.E.D. 
(4.3) Bemerkmgen. (a) Das folgendc B&spiel zeigt, da8 die S&e (A.:) 
und (4.2) fiir p-au&bare Gruppen der p-Linge 2 2 im aiigemcincn falsch 
werden: Sei 0 = G, die symmetrische Gruppe auf vier Ziffern und K ein 
algebraisch abgeschlosscncr K&per der Charakteristik 2. 6 hat die 2-Ltinge 2. 
Es gilt Xrr(K(G) = (16 , I’) mit dim, V := 2. Wegen U,,(8) = @ ist der I-Hock 
der einzige Block von KQ. Fiir ‘$ E Syl,(@~) erhglt man gemti [IO] sofort 
Z(K!$) -= 5. F” d ur ie absteigendcn Loewy-Reihen van P( 1 E) und P( t’) haben die 
Loewy-Schichten folgende Gestalt: 
Es giit also l(Pf16)) = l(P(lr>) -= 4 < 5 -= E(K$). Fiir P(Y) stimmen auf- 
steigende und absteigcnde Loewy-Reihe nicht iibercin. 
(b) 1st 8 \-on der P-Lgnge I und $jI E Syl,(Q), so folg: aus (4.1) leicht 
E(.K6) = Z(Q3) ( sle . h e such (5.3)). Das B&spiel 6 - 6,, Char K --; 2 aus (a) 
wirft die Frage auf, ob fiir alle p-aufl&baren 6 noch die .4ussage I(K(ci) 5; 
l(K‘$?) (wobei !J? E Syl,(@)) richtig bleibt. Dies wire einc wesentliche 1.erbesse- 
rung der bekannten Tsushima’schen AbschZtzung I(KQj) $1 i$? j [15, Theo- 
rem 21. 
(4.4) Btwmkung. Sach (4.3(a)) erhebt sich di e Frage, oh und inwiewcit 
eine eventuelie Cmkehtung von (4.1) die Klasse der endlichen Gruppcn der 
p-L8nge I kennzeichnet. In dcr Tat kann diese Frage positiv beantwortet 
wcrden, menn wir voraussetzen, dafl (ri p-a&i&bar ist. Die Aussagc (4.!(b)) 
spielt hierbei eine Schliisselrolle. ZunHchst wird durch (4. i (1~)) folgende Defini- 
tion ndegelegt: 
DEFINITIOX. Sei KG ein modularer Gruppenring (d.h. 0 f Chsr R j / 8 1). 
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(a) Sei P ein projektiver unzerlegbarer KQ5-Modul mit Defektgruppe 9 
und Kopf V = P/PJ(K(Li). Wir sagen, dalj 3 den Modul P kontrolliert, wenn 
dim, PJ(K%)“-l/PJ(KB)” = d,(D) . dim, 5’ fur 1 < n < l(P) gilt. 
(b) Sei B ein Block von K6 mit Defektgruppe ‘I). Wir sagen, dai3 T) den 
Block B kontrolliert, wenn jeder projektive unzerlegbare KG-Modul aus B 
von 3 kontrolliert wird. 
(c) Wir sagen, da13 der Gruppenring K65 von seinen Defektgruppen 
kontrolliert wird, wenn jeder projektive unzerlegbare K6Modul von seiner 
Defektgruppe kontrolliert wird. 
Man beweist nun, daI3 projektive unzerlegbare Moduln eines modularen 
Gruppenrings KG, welcher von seinen Defektgruppen kontrolliert wird, 
folgende bemerkenswerten Symmetrie-Eigenschaften haben: 
SATZ A. Sei KQ ein modularer Gruppenring, der von seinen Defektgruppen 
kontrolliert wird. Sei P ein projektiver unxerlegbarer KG-MO&. Wir setxen 
1 = Z(P) und J = J(K65). 
(a) lls gilt PJe = S,-,(P), fiir 0 <‘n < 1. 
(b) Es ist dim, PJn-l/PJ” = dim, PJ1--nIPJ1--(n--l), fiir 1 < n < 1. 
(c) Es gilt (PJn-l/PJn)* g P*JE--n/P*Jz--(n-l), fiir 1 <n < 1. Ist insbe- 
sondere P selbstdual, so haben wir die Loewy-Schicht-Isomorphien (Pp-llPp)* z 
PJ~-fi/PJ1-~+l)fiiy 1 < n < 1. 
(Beim Beweis wird u.a. benutzt, daj P* bis auf 6%Konjugiertheit die gleiche 
Defektgruppe wie P hat!) 
Mit Hilfe von Satz A beweist man leicht folgende darstellungstheoretische 
Charakterisierung p-auf&barer Gruppen der p-Lange 1: 
SATZ B. Sei ($5 p-auj%sbar und K ein Zerfaiillungskijrper der Charakteristik p 
fiir alle Untergruppen von ($5. Dann sind gleichwertig: 
(a) Q hat die p-L&nge 1. 
(b) K6 wird von seinen Defektgruppen kontrolliert. 
(c) DH l-Block von KG wird von der p-Sylowgruppe kontrolliert. 
Die Beweise der beiden S&e kijnnen vom Leser leicht erbracht werden. 
Es ist eine bisher ungeloste Frage, ob Satz B such ohne die Voraussetzung der 
p-Auflosbarkeit von Q bewiesen werden kann. 
(4.5) SATZ. Sei (si eine Gruppe der p-L&ge 1 und K ein Zerftillungskiirper 
der Charakteristik p fiiq alle Untergruppen von 6. Seien V, ,..., V, die Isomorphie- 
typen iy~~eduxibler KG-Moduln, sei ni = dim, Vi und di der Defekt des Blocks, 
welcher Vi enthiilt. Dann gilt: 
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(2) 1 65 ] = EL, pdrmi2. 
(b) dim,J(K@) = CL, (p”i - 1) . qa. 
Beweis. (a) Es gilt K@ G @iC, zzzi . P(V,) (siehe etwa. [S, Satz 5./o])- 
Nach (4,1(b)) giit dim, P( Vi> = p@ . *zzi . Das Iiefert 
(b) Folgt wegen dim, K@/J(K@) = C,“_, n> sofort aus (a). Q.E.9. 
(4.6) Bemerkung. Teil (a) von Satz (4.5) ist fiir Gruppen der p-Lange I 
ein moduhres Analogon den: klassischen (R = C) Gradformel 1 03 j = CF=, nizm 
Fur p-niipotente Cruppen hat MichIer eine Formel fur die Dimension des 
~acobso~radik~s eines %Iock~dea~s angegeben 112, ~~o~osit~o~ 52.83. Wir ver- 
~~Igernei~ern diese Formel auf Gruppen der p-tinge I : 
Bn diesem Abschnitt I&en wir uns van der Bedingung, da13 .K ein ZerfZungs-- 
k&per fiir aIIe Untergruppen von 8 ist. Wir beweisen, da13 die S&e (3.6) 
und (4.1) iiber einem beliebigen K&per der Charakteristik p giiltig bleiben, 
womit die voile Verallgemeinerungsfghigkeit des Jenningsschen Algorithmus 
[IO] auf Cruppen der p-LPnge I nachgewiesen ist. 
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(a) Aufsteigende und absteigende Loewy-Reihe von P stimmen Giberein, d.h. 
Pp = S,-,(P), fiir 0 < n < 1. 
(b) Sei V = PjPJ der Kopf von P und 9 eine Defektgruppe von P. Dann 
gilt dim, PJ+l/PJn = d%(a) . d im, V, fiir 1 < n < 1. Insbesoladere haben wir 
Z(P) = Z(F113). 
(c) Esgilt dim, PJ+l/PJ” = dim, PJL-n/PJ2-(n-1), $2 1 < n < 1. 
(d) Es ist (PJ+l/PJ”)* g P*J~JI-~/P*J~-(~-~), fiir 1 < n < 1. Ist insbe- 
sondere P selbstdual, so gelten fiir 1 < n < 1 die Loewy-Schicht-Isomoyphien 
(Pp-l/P?)* e PJl-n/PJ1-(n-l). 
Beweis. Nach einem Satz von Brauer gibt es einen endlichen K&per 
E = GF(pf), welcher Zerfallungskorper fur alle Untergruppen von 0 ist. 
E ist galoissch iiber GF(p). Beseichnen wir mit K den kleinsten KGrper der 
Charakteristik p, welcher E und F umfaBt, so ist also K ein Zerfallungsk6rper 
fur alle Untergruppen von 0 derart, da13 K galoissch iiber F ist. 1st V der 
Kopf von P, so gilt also V@FK=V1@.,.@Vh, wobei V,,...,V, irre- 
duzible KQ-Moduln sind, die unter der Galoisgruppe Gal(K :F) konjugiert 
sind. Wir fiihren nun den Beweis in mehreren Schritten: 
(1) Fur jeden F0-Modul M gilt MJ(F0)” OF K = (M ap K) J(K0)“: 
Es geniigt, die Behauptung fiir n = 1 zu beweisen: Da der K0-Modul 
(M OF K)/(MJ(F0) OF K) z (M/MJ(F0)) OF K vollst?indig reduzibel ist, 
gilt (iV OF K) J(KO) C MJ(FO) OF K. Wegen J(FO) C J(KO) gilt such die 
Inklusion MJ(FO) OF KC (M OF K) J(KO). 
(2) Fur jeden FO-Modul M gilt S,(M OF K) = S,(M) BFK: Es 
geniigt, die Behauptung fiir n = 1 zu beweisen. Wir benutzen die Beziehungen 
(M/MJ(F0))* g S(M*) und (M OF K)* g M* OF K und erhalten gemHR 
(1) der Reihe nach: 
SCM OF 9 = (CM OF K)*IW OF K)” JWW” 
s (W* OF KMM*JW) OF K))” (nach (1)) 
z ((M*/M*J(F0)) OF K)” r (M”IM”J(F0))” OF K 
s S(M**) OF K E S(M) OF K. 
Da S(M) OF K ein vollstandig reduzibler Untermodul von M OF K ist, gilt 
SW) OF K C SW’ OF K), womit die Behauptung bewiesen ist. 
(3) Es gilt P(V) OF K s P( V @JF K): Wir haben zunachst 
S(P(V @p K)) = S(P(V1 0 ... 0 V,)) GG V, @ ... @ V, . 
Andererseits ist nach (2) such S(P(V) OF K) = S(P(V)) OF K = V OF K = 
V, @ a.. @ V, . Da nun P(V OF K) und P(V) OF K isomorphe Sockel haben 
und beides injektive K0-Moduln sind, folgt P( V OF K) s P(V) OF K. 
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(4) Beweis von (a): Wegen S,-,(P) = ~n~~~(~~)~-~) gilt 
S&P). Wire PJ(F(lj)@ 5 S,-,(P), so wiirde nach (I), (2) und 
V OF K = VI @ a*. @ V,$ folgen: @iSI P(V$) J(K6)” = (p Qp K) 
~J(F~)~ OF Kg S,-,(P) OF K = S&P OF K) = @Fez, Sz-,(P( 
~ers~~~~~ zu (Lb.1 a)). 
(5) Beweis von (b): Nach einem Lemma van Kawada [42, Lemma 12.9j 
liegen die VI ,..., V, in Bl$cken von KG, weIcbe o.B.d.A. die glieiche 
gruppe z) wie P haben. Nach (1) und (4.1(b)) folgt nun wegen P 
p(V)v)O,K~P(VO,K)~p(V~)O...Op(V,): 
(6) Beweis von (c): Folgt wie in (4.1(c)) aus (b). 
(7) Beweis von (d): Folgt wie in (4.1(d)) aus (a)- 
(5.2) SATZ. Sei Q p-nilpotent und F ein beliebiger K&per der ~k~9ak~e~~$~~k pa 
Sei P irgendein projektiviver zmxerlegbarer KGMod&. Wir se&en I = I(P) umf 
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Bwxis. Da jedc Defektgruppe 3 von FUj in eincr geeignetcn p-Sylowgruppe 
von Q licgt, reicht es nach (5.1), I(Fa) < Z(F‘$) fiir 3 < !J3 zu zeigen. Das ist 
aber trivialerweise erfiillt, da a subnormal in 13 ist, und somit J(Fn)” C J(8YQ)” 
fiir aile. n E N gilt. Q.E.D. 
6. MODULARE DARSTELLUNGSTHEORIE EINER SPFZIEI.LE?; KLASSE ENDLICHER 
GRUPPFX DER p-LXSGE 1 
In diesem Abschnitt betrachtcn wir die folgende Klassc v, endlichcr Gruppcn 
der p-Ltige 1: vp == {Cr, ! CYj/O,,,,(G) ist abelschj. Fiir jedes Q E vg ist also 
@j/O,,,,(O) eine abelsche p’-Gruppe. Die Isomorphic-?&x licfern die Abge- 
schlosscnheit von y, beziiglich Bildung von Faktorgruppcn, Cntergruppen 
und direkten Produkten. Wir bemerken, da13 vn eine gesgttigte Formation ist, 
jedes (li E qp p-auf&bar ist und da0 q,, die Klassc aller p-tiberauflasbaren 
cndlichcn Gruppen enthllt [7, Kap. 171, 9.la)]. Insbesondere enthtilt qp alle 
p-nilpotenten 6. Es wird sich zeigen, dafi eine Reihe von SPtzen iiber die 
modulare Darstellungstheorie p-nilpotcnter Gruppen auf die Klasse vD verall- 
gcmcinert werdcn kann. Satz (6.5) zeigt, wicviel besser die Dimensionsformel 
aus (4.1(b)) und wie wenig schlechter die lsomorphie aus (3.6(b)) im vorliegcnden 
Spezialfall wird. 
Unser erster Hilfssatz beinhaltct eine modulare Fassung tines Satzes von 
Roth [13, Theorem 3.21: 
(6.1) HILFSSATZ. Sei S C, 05 m it -- ubelscher p’-Faktorgruppe S/S, sei K ein 
Zerjtillungskiirper der Charakteristik p fiir alle C%&rgruppen von 6 und sei 
V E Irr(K(5). Xazh Clifjords Satz sei femer VR = e . @I:=, M $$ Gi mit e E N, 
111 E Irr(K’%) und B =: & X(.%2) Gi . Dunn gilt A!P 3 e . OI.;, V @)K L, , 
wobei die I,; K6Moduln der K-Dimension 1 mit % .<, Kern Lj sind. Die 
V@L, ,...) V@L, sind paarweise nichtisomorphe irreduzible K6-Moduln, unter 
denen V als Isomorphietyp wrkommt. Dabei gilt 1 05/S ) -: e2 r m; insbesondere 
sind e und r p’-Zahlen. 
Beweis. Sci Irr(K(CC/%)) .= {L, ,..., L,). Xach Voraussetzung gilt K(6/%) = 
0: , Li mit n = j (Fi/‘% ,. Wir fasscn die L, als KCModuln auf. Wegen 
I%@ Z% (M &> Ci)@j fiir 1 < i < m und (Vs)@ z V g;‘K K(@/‘%) [9, 2.5(a)] 
folgt 
e . m . .W “-i_ e ’ 6 M [x) Gi 
6 
i-l 
Insbesondcre ist M@ vollst%ndig reduzibel und enthilt nur irreduzible Moduln 
der Form V OK Li mit I,, E Irr(K(CC/$%)), wobei V als Isomorphietyp vor- 
kommen mu& Scien 0.B.d.A. V BKZdl ,..., V ,&L,. mit r < n die in Me 
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vorkommenden verschiedenen Tsomorphietypen. \Cas ist die \Yclfachheit van 
Y sK Li in M@ ? Wegen (Li)gl -e 191 erhalten wir nach Saka);amas Reziprozi- 
r ‘: yys$zz+ Ji; .) 1);: f z$& E( I $, Lj , My : C( I’ g L, ) :V~‘J’rajJ(K($$)) =-- 




p, und damit W G e Si= , v .xX L, 
Die Gleichung e2 I nz =- +!‘% 1 ergibt sich nun sofort aus (0.X / . dim, M -- 
dim,,~~--.,.,.dim,I;-e*.r.m.dim,;~. Q.i;.D. 
p-nilpotcnte Gruppcn lassen sich dadurch kennzcichncn, daU jeder p-Rlock 
genau einen irreduziblen und gcnau einen projektivcn unzeriegbarcn AX- 
Modul enthllt. \5’ir vcrallgcmeincrn diesc ‘Tatsachc, indcm air die Klassc 9:;. 
folgendcrma8en darstellungsthcoretisch charakterisieren: 
(6.2) SATZ. Sei Q eine endliche Gruppe und A’ ein K&per der Charakteristik p, 
cefcher Zuftiliungskiirper fiir alle L’ntergruppen z’on (5 ist. Mann siml fd~encir 
.d.ussagen gleichzcertig: 
(a) C$/O,,,,,(O3) ist abelsch (d.h. (5 E y,,). 
(b) Fiir jeden Block B con (5 gilt: Sind r1 und Lutz irreduzible KC5-il4oduln 
uus B, so gibt es einen eindinzensionalen KG.WoduI I, mit O,,~,,,j(lj) :< Iicrn I, 
und l,*TL e V1 f&K L. 
(c) Fiir jeden Block B con Oi gilt: Siud P1 und Pz projektize unznlegbare 
KCF-Moduln aus 11, so gibt es ehm eindimensiomlm A~U5-.I4odul L mit 
O,,,.,((rj) :< Kern 1, und Pp .s I-‘, sjK L. 
(d) Sind P1 und P2 projektire unzerlegbare KCr7’Ioduln aus den1 i-Block 
won (5, so gilt P2 s P, s:‘K L mit einem eindinzensionalen K6-~Vodul I, nail 
O,,,,,(CFj) 5.; Kern L. 
(c) .Jlie irreduziblen KOi-.‘ldoduln aus dem I -Block eon (6 haben di<l 
A-- IXmtnsioir I . 
Beweis. \\‘ir jetzen ‘32 7 O,,.,,(8). 
(a) z (b): Fiir i 1, 2 sci nach (‘liffords Sata (I,“,)% .. P, c<,:“‘, :iZi c< (;,) 
mit e, c N, ;il, E Irr(K%) und (5 - lJy:, 2(;W,) G,) . Da P.l und t’, im gieichcn 
Block B van (5 liegen, licgen M, und M, nach (2.1) in Rliicken 6, und b, \-on 91, 
welche von 13 gedeckt werden. Nach [12, Lemma 6.81 sind b, und bz fi-kon- 
jugiert. 1st ft das Blockidempotent zu bi (; - 1, 2), so giit zlso fz == .f,” mi: 
gceignetem GE (5. 1% folgt: (:lZ1 9 G)JL = (:lT1 << G) G-%G IK,f, :g, G ..: 
A/(, 3 G, also M, (+ GE b, . Da 92 p-nilpotent i.st, cnthait b, als cinzigen 
irreduziblen &3X-3Iodul nur 51, ; somit folgt JQ’, -% M1 <j< G. Insbcsondcrc 
erhaltcn wir nun 
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Hilfssatz (6.1) liefert daher e, . OS1 V1 @KLj E .Mrn, g e2 . &I1 Va P&L; 
mit eindimcnsionalen KG-Rloduln Lj , Li mit % < Kern Li . Insbesondere 
kommt V, nach (6.1) und nach dem Satz von Jordan-Holder als direkter 
Summand in e, oi V1 @)K Li vor. Das liefert V, s li OK L, mit geeignetem i.
(b) 5 (c): Nach Voraussetzung gibt es einen eindimensionalen K%Modul L 
mit P,/PaJ(K@i) E (P,/P,J(K@i)) Ok. L z (P1 OK L)/(I’, OKL) J(K6). Ge- 
m&? [3, Theorem 457(iii)] folgt hieraus PZ s Pi OK L. 
(c) 3 (d): Dies ist trivial. 
(d) = (e): Sei V ein irrcduzibler I(@-Modul aus dem l-Block von Q. Xach 
Voraussetzung gibt es dann einen eindimensionalen K(Si-Modul I, mit 
P(V) E P( l&) OK L c F(L). Xach [3, Theorem 45.7(iii)] folgt V s L. 
(e) + (a): Xach einem Satz von Brauer [2, Theorem 21 gilt (Ba = l-Block) 
O,r,,((G) = nVEB,nIrr(K~) Kern V. 1st jedes V E B, n Irr(K@) eindimensional, 
so habcn wir wegen (ci’ < Kern Vfiir allc V E Irr(A%) n B, such Q’ < O,,.,(oi). 
Also ist @i/O,,.,(cr>) abelsch. Q.E.D. 
Die p-Cartanmatrizen der Gruppen Q e yp, haben interessante Eigenschaften: 
(6.3) SAT% Sei Q E qr, und K ein Kiirper der Charakteristik p, welcher 
ZerfallungskbPper fiir alle Untergruppen non Q ist. Ist B ein Block z*on IO5 mit 
Defektgruppe 3, so gilt: 
(a) De-r zu B gehiirige Ausschnitt der Cartanmatrix C ist ein zeihm- und 
spaltenmqisches Quadrat mit Quersumme 1 a I. Fiir alle zu B gehorigen Indizes 
i, jgiZt also & tilt = ‘& clij = ! a ! = peefB, wobei C := (cii) gesetzt ist. 
(b) Die Cartanzahlen in der Diagonale des zu B gehijrigen Ausschnitts con 
C sind alle gleich. (Dh. cii = cjj fiir alle u”u B gehiirigen i, j.) 
(c) Die Anzahl der irreduxiblen K6-Moduln in B ist ein Teiler r;on 
1 fii(O,,,,(@i)I. Insbesondere ist 1 B n Irr(KCFi)i eine p’-Zahl. 
Beweis. (a) Nach (6.2) haben alle irreduziblen KC%Moduln aus B eine 
feste K-Dimension d und alle projektiven unzerlegbaren K(ti-Moduln aus B 
eine feste K-Dimension I). Wegen D =: Ck cil: . d folgt & cik = D/d fur alle 
zu B gehijrigen Indbes i. Sach (2.3) und [3, Theorem 61.8(2)] folgt 
Die Symmetrie der Cartanmatrix liefcrt nun such & Ckj :-I. 1 D \ fur alle zu- 
lassigen Indizes i. 
(b) Folgt sofort aus (6.2). 
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(c) Die abelschc p’-Gruppe ‘LI -.: (G,z) der cindimensionalcn 
Moduln von Q/O,,,,,(@) tiber K p o eriert auf der Nenge Irr(K(ij) vermiige 
Tensorierung als Permutationsgruppc. Wir setzen 91B :-= (L E 21 i V @,L E H 
fur alle V E B n Irr(KC5)). D ann ist 21, eine Untergruppe von 91, welchc gem% 
(6.2) transitiv auf der Menge Irr(K(T) n B opcricrt. ills transitive, abelsche 
Permutationsgruppc ist ?lB regular 17, Kap. I, 5.131. Es fo!gt daher 
I Irr(K(fi) n B / = / ?lI, 1 j f ?I j = I QiO,,,,(Cc,)!. Q.E.D. 
(6.4) Bemerkung. 1st Q eine Gruppe und C die p-(Tartanmatrix van 8, so 
sind bekanntlich die Aussagen “05 ist p-nilpotent” und “C ist tine Diagona!- 
matrix” gleichwertig. Satz (6.3) k ann als Verallgemeinerung der einen Richtung 
dieses Satzes auf die Klasse ya aufgcfaf3t werden. Jcdoch wird die Klasse y,, 
durch eine ctwaige Umkchrun g von (6.3) nicht gekennzeichnet. Fin Gegen- 
beispiei bietet 05 :-- ?I, = alternierende Gruppe -auf 5 Ziifern und K mit 
Char k’ = 3. In dicsem Fall hat C die Gestalt 
Eine sinnvolle Frage ware dahcr: Kennzcichnet eine ITmkehrung von (5.3) 
die Klasse P,~ , wenn zusatzlich die p-&4ufl&barkeit van (5 vorausgcsetzt wird i 
Wir beschreiben in Verallgemeinerung von (3.6(b)) die Loewy-Schichtcn 
projektiver unzcrlegbarer Moduln von Gruppen aus der Klasse q3 : 
(6.5) SATZ. Sei OjO,~~ ,((5) &e&h und I\’ ein Ktirper der Charakterisiik p, 
weicher Zerftillungskfirper fiir alle Untergruppen von (tj ist. Sei P irgendein projek- 
tizfer unzeriegbarer KCF-Modul mit Defektgruppe 3. Wir setzen I = l(P), 
J = J(K0) und V = PlPJ. Dann giit fiir I < n <. 1: 
PJn-yE)Jn .E &:= v & Lnj , 
wobei die Lni eindimensionake KG-Moduln mit 0 ,,,,,(S) < KernLni sind und 
L,,, 7-7 I g gesetst ist. 
Beuwis. Folgt sofort aus (4.1(b)) und (6.2). QED. 
AIs Spczialfall unserer Sitze ergibt sich hicr auf anderem Wegc ein bekanntes 
Resultat iiber p-auf&bare Gruppen mit zvkiischer p-Sylowgruppe. Satz 
(6.6(a)) ist ferner eine Verallgemcincrung eincs Ergebnisses :-on Srinivasan 
[14. Korollar zu Theorem 21: 
(6.6) SATZ. (a) Sei S/O,,.,(S) abelsch und K ein I&per der Chauak- 
teristik p, welchw Zerftillungsk~per fiir alle Untergruppen van Cci ist. 1st B ein 
Block von KGi mit zyklticher Defektgruppe, so ist jeder projektive unzmlegbare 
H%Modul a2(s B einreihig. 
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(b) Sei (5 p-auf&bar mit zyklischm p-Sylozcgruppe und K ein Kijrper der 
Charakteristik p, zcelcher Zerfiillungskiirper fiir alle Untergruppen zon (5 ist. 
Dann ist jeder projektize unzerl.eqbare KGModul einreihig. 
Beweis. (a) Da der regulHre Modul ciner zyklischen p-Gruppe nach [IO] 
einreihig ist, folgt die Aussage sofort aus (6.5). 
(b) Wir zeigen, daB CFj,jO ,,,,,(Q) abelsch ist: Xach [7, Kap. L-1, 6.61 hat 
(5 die p-Llnge 1. Setzen wir @ = E/O,,(Q), so gilt O,@) = E, und 6 hat 
einc normalc zyklische p-Sylowgruppe 9. Sach [7, Kap. VI, 6.5(a)] gilt daher 
C,(p) ~7 q. Es folgt %/O,,,,,((F,) g. E/q- = X&~)/C&@) 5 Aut@). Da die 
Automorphismengruppe einer zyklischen p-Gruppe zyklisch ist, ist also 
Cti/O,,V,(Cfi) sogar zyklisch. Aussage (b) folgt nun aus (a). QED. 
(6.7) Bemerkung. Die SStze diescs Abschnitts ermaglichten es dem \-cr- 
fasser, die I,oewy-Keihen simtlicher projcktiver unzcrlegbarcr Moduln der 
Gruppe aller semilinearen Abbildungen auf GF( pm), 
Q = .r(p”‘) -= [(,,,‘, b)itCF(y,,i~l a, b E W(p7’l); a =i 0; j = I,..., ml, 
(siehe [7, Kap. II, 1.18(d)]) iibcr einem Zerfillungskijrper K von 6 -: I’(p”*) 
mit~.j,CharKI)r(p’l’l)‘.=p~.(P”I- 1). m zu ermitteln. Hierbei wurdcn 
such die Cartanmatrizen von Q = r(p”‘) f” ur alle Charakteristiken von K 
ermittelt. 
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